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  שאלות במבוא לתהליכים סטוכסטיים
  
  
  
,,...,תהי   .  1 321 XXX  1,0[בלתי תלויים בעלי התפלגות אחידה בקטע   מקריים סדרת משתנים[ .  

,,...,תהי         321 YYY      1סדרת משתנים מקריים המקיימים nnn XXY .  

המקיימים  ,   nXם קיימים אינסוף  הא)  א(     
n

X n

1
   ? 

המקיימים  ,   nXהאם קיימים אינסוף  )  ב(     
2

1

n
X n    ? 

המקיימים  ,   nYהאם קיימים אינסוף  )   ג(     
n

Yn 8

1
   ? 

,,...,יהי  .  2 210 SSS  יהי  .  הילוך מקרי סימטריnA    המאורעnnnn SS )1()1(     . מהי ההסתברות  

  ?   nAשיתרחשו  אינסוף מאורעות       

  ,  pים כל ספרה בהסתברות  מוחק  3,2,1,...,11,10,9,8,...,101,100,99...,בשורה אינסופית   .  3
 ?האם יש אינסוף מספרים מחוקים . ספרותיו מחוקות אם כל, מספר נקרא מחוק.  באופן בלתי תלוי     
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 .) 5- מתוך ה, באופן מקרי( הוא בוחר צורה מחדש   0.01בהסתברות  , בכל דור. צורות 5לוירוס יש .  10
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  .את כל אחת מהטענות הבאות, יד מתן דוגמא נגדית- על, הוכיחו או הפריכו.  11
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 .ב  פריקהמטריצת מעבר של שרשרת מרקו              
נתונה שרשרת מרקוב בעלת שני מצבים  .  12 1,0   , יהיi   1,0i  הזמן עד הביקור  הראשון  

זאת אומרת  .    iבמצב          iXnn ni  ,1:min  .  

 :את 01P    ,10Pבטאו באמצעות         

)  א(          0| 0000  XnPnP .  
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 .סופית קיים לפחות מצב נשנה אחדמרקוב הוכיחו שבשרשרת .   13
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  .הוכיחו שהשרשרת חולפת)  ב(      
  מגיע  לקוח,    0.25לא  מגיע אף לקוח בסכוי   , לגבי כל יחידת זמן.   לקחות מגיעים לתחנת שרות.  51

  לקוחות המגיעים כאשר יש בתחנה  שלושה  .  0.25או מגיעים שני לקוחות בסכוי    0.5אחד בסכוי        
  .בכל תקופה ח אחד לוקח יחידת זמן אחת ומתחילשרות של לקו.  לקוחות עוזבים את התחנה       
  .הסתכלו על מצבי השרשרת שהם מספר הלקוחות בתחילת כל תקופה       
  .מצאו את מטריצת המעבר של השרשרת) א(       
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 כדורים הם לבנים  ו    Nהכדורים    N2מתוך  .  כדורים  Nנתונים שני כדים שבכל אחד מהם יש   . 61
       N   הסתכלו על. בכל שלב מוגרל אקראית כדור מכל כד ומעבר לכד האחר. כדורים הם שחורים  

  .ם בכד הראשוןשמצביה הם מספר הכדורים הלבני שרשרת מרקוב       
  .רשמו את מטריצת המעבר של השרשרת) א(       
  .מיינו את מצבי השרשרת) ב(       
  .חשבו את וקטור ההסתברויות הסטציונרי,      N=3עבור  )  ג(       

    :  77  נתונה מטריצת מעבר מסדר. 17 
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  .הוכיחו שבשרשרת מרקוב סופית קיים מצב נשנה חיובי לפחות אחד.  81
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  .פריקות ומחזוריות, ריצה מבחינת סווג כל מצבאת המט ונתח) א(    
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  חשבו בקירוב טוב את ההסתברות שהשרשרת נמצאת במצב .   3השרשרת נמצאת בזמן אפס במצב ) ג(    
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  .  mדועכת מעריכית באשר  ,  mעד שלב   1הראו שההסתברות לא לבקר אף פעם במצב       

  
  
  



 4

     וב בלתי פריקה בעלת מספר סופי של מצבים מתקיים  הראו שלגבי כל מצב בשרשרת מרק) א(.  26
 זאת אומרת שקיים פרמטר  ,  שואף לאפס מעריכית  mו עד שלב  יללא להגיע אשהסכוי             
            10  a     שהסתברות זאת קטנה מma    לכלMm    ,M  סופי וקבוע.  
 .לא ניתן לוותר על סופיות מספר המצבים' הראו שבסעיף א) ב(       

  . הטלות של קוביה הוגנת  nסכום    nYיהי  .   27

מצאו            13Prli ofmultipleaisYm nn  

מטריצת מעבר     סתכלו על שרשרת מרקוב בעלתה.   28
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jik P    .  

  .שאלה זו עוסקת בשרשרת מרקוב בעלת מרחב מצבים שהם השלמים האי שליליים.  29
  בכל שלב מטילים קוביה הוגנת ומתקדמים מספר צעדים ששווה .   0בזמן אפס נמצאים במצב        
  .הדדית הן בלתי תלויות השונות הניחו שההטלות.  לתוצאת הטלה זו       
  .מיינו את מצבי השרשרת)  א(       
  אך לא נבקר   3002  ו 1001ו שלב  נבקר במצבים זשהימצאו בקירוב את ההסתברות שבא)  ב(       

  . 3001ו      3000בשום שלב במצבים               
  

שרשרת מעבר על  המצבים       Pתהי  .  30 ,2,1,0.  

יהי         
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       עבור ,3,2,1k       11ו, kkP .  

  .מיינו את מצבי השרשרת) א(       
)(חשבו  )  ב(       

,lim n
iin P .  

שרשרת מעבר על  המצבים       Pתהי  .  31 ,2,1,0.  
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  .מיינו את מצבי השרשרת )א(      
  .חשבו את ההסתברות הסטציונרית של המצב אפס) ב(      

שרשרת מעבר על  המצבים       Pתהי  .  32 ,2,1,0.  

,1,1יהי          1   kkkk PpP     3,2,1עבורk       11,0ו P     כאשר
2

1
0  p  .  

  .מיינו את מצבי השרשרת) א(      
  .  1ו    0חשבו את ההסתברויות הסטציונרית של המצבים   )ב(      

שרשרת מעבר על  המצבים       Pתהי  .  33 ,2,1,0.  

      pP nn 1,    ,pP nn  לכל      ,11 ,2,1n      וpP 1,0     ,pP 10,0  .  

עבור         
2

1
p  חשבו את וקטור ההסתברויות הסטציונרי.  

  א המצב הנשנה היחיד אז הוקטור היא שרשרת מעבר שבה המצב הראשון הו  Pהוכיחו שאם  .  34
)0,0,1,,0(הסטציונרי היחיד הוא             

  
  
  
  
  



 5

,,,תהי  .  35 321 XXX  סדרת משתנים מקריים בלתי תלויים המקיימים           :  
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,,,שהיא סדרת הממוצעים המצטברים של סדרת המשתנים           321 XXX .  

הראו שכל מספר רציונלי בקטע  ) א(         1,0    יכול להתקבל בהסתברות חיובית כמנה
n

Sn    עבור  

  .טבעי  nאיזשהו               
הראו שלאחר שבשלב מסוים התקבל כמנה מספר רציונלי כלשהו בקטע  )  ב(         1,0   אז לגבי כל  

מספר רציונלי                 
2

2
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p
220שעבורו     qp     , יש הסתברות חיובית שהוא יתקבל כמנה  

  .בשלב מאוחר יותר כלשהו               
  .לא יתקבל כמנה אינסוף פעמים  0.5הראו שכל מספר רציונלי ששונה מ     )ג(        
  . 1תתקבל אינסוף פעמים בהסתברות   0.5הראו שהמנה    )ד(        
  ם ינות שהיה צריך להוכיח בסעיפים הקודמים לא היה יכול להתקיהסבירו מדוע צירוף הטע  )ה(        
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יהי  .   36 nX    , ,2,1,0n  יהי  .  תהליך הסתעפותknn XY   .  

הוכיחו ש  )  א(         nY    , ,2,1,0n  הוא תהליך הסתעפות.  

נניח שבתהליך  )  ב(         nX  0.5ט מתפלג גיאומטרית עם פרמטר  מספר הלידות של פר  ,  

מצאו איזה תהליך הסתעפות הוא                 nY    3עבורk  .  

     :נניח שהתפלגות מספר הלידות של כל פרט מקיימת.   37
        4/13210  ZPZPZPZP  

  . מצאו את ההסתברות להכחדות        
  

ניח שמספר הלידות של כל פרט הוא בעל תוחלת   נ.   38
2

1
m   .  מצאו










0n
nXE  .  

  כל ביצה בוקעת  .   תפלגות פואסונית בעלת פרמטר  יש ה  Zכאשר ל  ,  ביצים  Zצפור מטילה  .   39
חשבו את  .  באופן בלתי תלוי בביצים אחרות  pבסכוי           nXE     ואת nXVar  .  

  :תפלגותהשמגיעים  ביחידת זמן הוא בעל ה  Xמספר הלקוחות   .   40

   
4

1
21  XPXP   , 

2

1
0 XP  

  שירות של לקוח לוקח יחידת זמן ( , י הלקוחות שבתורלגבי שרשרת מרקוב שבה המצבים הם מספר        
  . 0,1,2חשבו את ההסתברויות הסטציונריות של המצבים  )  אחת         

  :המגיעים ביחידת זמן הוא בעל ההתפלגות  Xמספר הלקוחות   .   41

       
4

1
3210  XPXPXPXP  

  שירות של לקוח לוקח יחידת זמן ( , לגבי שרשרת מרקוב שבה המצבים הם מספרי הלקוחות שבתור       
  .0לאחר שמתחילים  ב    0א לחזור ל  ל חשבו את  ההסתברות)  אחת         

  . n - הוא זמן הקפיצה ה  ntשבו המשתנה    תהליך פואסון בעל פרמטר קבוע    tX)(יהי  .   42

)(1בהינתן  )  א(         TX   ,  1מצאו את ההתפלגות שלt .  

nTXבהינתן  )  ב(         )(   ,  מצאו את ההתפלגות המשותפת שלnttt ,,, 21  .  

nTXבהינתן  )  ג(         )(   ,  מצאו את ההתפלגות של)(tX    עבורTt 0 .  

)(2בעל התפלגות פואסונית בעלת פרמטר    tX)(נניח ש  .   43 tt   .חשבו  1)1()2(  XXP  
  



 6

  
  .בתהליך לידה ומוות שאלה זו עוסקת.  44

 נה שרשרת מרקוב בעלת מרחב מצבים  נתו         ,2,1,0I   ויוצר אינפיניטיסימליA    
  :ידי-הנתון על       
,01                        : קצבי לידה                                     iiia     

,001:         קצבי מוות                                     ia iii        

       10,  jia ji  

  
   מה הן הסתברויות המעבר) א(        jiqQ ,  בזמני הלידה ומוות.  

  . השהיה הרצופה במצבים השונים מה הן התוחלות של פרקי ) ב(       
  מגיע זרם צרכנים , כל אחד  שרתים בלתי תלויים ובעלי זמן שרות מעריכי    nלתחנה עם  .   45

       tX)(יהי  .  כאשר צרכן מגיע וכל העמדות תפוסות הוא עוזב את התחנה.   בעל עוצמה פואסוני         
  .  tהצרכנים בזמן   פרמס        
  .הסטציונרי ואת וקטור ההסתברויות tX)(מצאו את היוצר האינפיניטיסימלי של  ) א(        
  ?מהו במקרה זה הוקטור הסטציונרי   . nהניחו ש  )  ב(        

             יהי                    .   46















1

1
P  

PP:   כך ש  tP)(יכולה להיות משוכנת בפונקצית מעבר מרקובית     Pהוכיחו ש           )1(  

אם ורק אם           
2

1
  .   חשבו את   , במקרה זה)(tP   כפונקציה של  הדותוהוכיחו את יחי.  

:      סימליייוצר אינפיניטתון תהליך מרקוב על שלושה מצבים בעל נ.   47
























422
2

3
2

2

1
101

A  

  .בזמני הקפיצות  Qמהי מטריצת המעבר  ) א(       
  .נמצא בכל מצב שהתהליךטוטית פמהי פרופורצית הזמן האסימ) ב(       
מצאו תהליך פואסון   )  ג(        )(tNN    ) ומטריצת מעבר  )  מצאו את הקצב שלוM  , כך  

שהסתברויות המעבר של התהליך יקימו                    n

n

n
t M

n

t
etP 






0 !

  

בהינתן שרשרת מרקוב בזמן בדיד  .  48  0nYY  בעלת מטריצת מעבר   :

























4

1

2

1

4

1
2

1
0

2

1
3

1

3

1

3

1

M  

יהי         0:)(  ttNN    תהליך פואסון בלתי תלוי בY   ,  2בעל קצב   מאורעות  

הסתכלו על התהליך  .    ליחידת זמן       0:)(  ttXX  ידי- המוגדר על  :)()( tNYtX  .  

  .כטור של מטריצות   Xשל    tP)(בטאו את הסתברויות המעבר  )  א(      
  . Xבזמני הקפיצות של     Qחשבו את מטריצת המעבר  )  ב(      
  ?במצבים השונים הרצופה מהן התוחלות של פרקי השהיה )   ג(      
)(lim)(חשבו את   )   ד(       tPP t  .  

נתון יוצר אינפינטיסימלי    .  49






















211

242

112

  .של מטריצת מעבר  

,)(מצאו          tp ji    3,2,1עבור, ji    .מצאו גם את וקטור ההסתברויות הסטציונרי.  


